Measure Theory of Statistical Convergence via Geometric Functional Analysis Methods by 鲍玲鑫
学校编码: 10384 分类号: 密级:
学 号: 19020100153949 UDC:
博 士 学 位 论 文
统计收敛的测度理论与几何泛函分析方法




专 业 名 称: 基 础 数 学
论文提交日期: 2013 年 4 月
论文答辩时间: 2013 年 5 月




























































































统计收敛的概念是由 H.Fast [1] 和 H.Steinhaus [142] 引入的, 它是经典收敛概念的
一个推广形式. 毫无疑问, 统计收敛及其各种各样的推广形式已经成为人们研究的热




为了统一各种各样的统计收敛, 我们 (在第二章) 证明了对任意一个理想 I- 收敛, 都
存在一族统计测度 S 使得 I- 收敛等价于 S- 收敛. 第三章证明了每一个极端测度都
具有保正交不变性质, 从而都是 {0, 1}- 值测度; 每一个极端测度所对应的连续线性泛
函都是一个代数同态; 极端测度要么是可数可加的, 要么是纯有限可加的. 第四章证明
了 A- 收敛可以用一个有限可加概率测度加以刻画. 证明了 A- 收敛为统计收敛依赖
于 A 的 w∗- 拓扑性质. 证明了 A- 收敛都是几乎处处收敛的, 并给出了 A- 收敛为几乎
处处收敛的一个几何特征. 我们 (在第五章) 给出一个 (无界) 序列弱统计收敛的特征.
第六章证明了统计型测度具有 Jordan 分解当且仅当它相对应的连续线性泛函在 `∞ 上
是范数可达的. 进而证明了有限可加测度的一个保持零理想的逼近 Jordan 分解定理.
最后 (第七章), 我们证明了上述的 Jordan 分解特征以及逼近分解定理对于一般可测空
间上的有限可加测度也是成立的.















The concept of (classical) statistical convergence was introduced by H.Fast [1] and
H.Steinhaus [142], which is a generalization of the usual notion of convergence. It is
doubtless that the study of statistical convergence and of its various generalizations has
become an active research area. In 2008, Lixin Cheng, etal. [2, 3] established measure
theory of statistical convergence. Statistical measure theory not only ensured that statis-
tical convergence and some of its generalizations can be unified perfectly in the sense of
statistical measures, but also brought a completely new method into the research area of
statistical convergence. This paper, which is regarded as a development and application
of the measure theory, shows a series of results.
In order to unify various kinds of statistical convergence, we (in Chapter 2) show
that for each ideal I(⊂ 2N)-convergence, there exists a set S of statistical measures such
that the measure S-convergence is equivalent to the I-convergence. We show that each
extreme measure is just an orthogonal preserving measure, and hence a {0, 1}-valued
measure. We also prove that each functional corresponding to an extreme measure is
an algebra homomorphism; An extreme measure is either a degenerate measure or a
purely finitely additive measure. We show that A-convergence can be characterized by
only a finitely additive probability measure in chapter 4, and prove that A-convergence
to be statistical convergence depends entirely on the w∗-topology properties of A. We
show that A-convergence is almost convergence with respect to a specific class of finitely














to be almost convergence. We (in Chapter 5) show a characterization of a (unbounded)
sequence to be weakly statistical convergent. We (in Chapter 6) prove that a statistical
type measure has a Jordan decomposition if and only if its corresponding functional is
norm-attaining on `∞, and which in turn induces an approximate null-ideal preserved
Jordan decomposition theorem of finitely additive measures. Finally (in Chapter 7),
we show this characterization and the approximate decomposition theorem are true for
finitely additive measures defined on a general measurable space.
Key Words: statistical convergence; finitely additive measure; almost conver-
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第 一 章 绪 论
H.Fast [1] 和 H.Steinhaus [142] 在 1951 年引入 (经典) 统计收敛的定义之后, 统计
收敛得到 L.X.Cheng [2,3], Connor [4-12], J.A.Fridy, H.I.Miller 和 C.Orhan [13-22] 以
及许多其他数学家 [23-129] 的广泛讨论和深入的研究. 经过半个多世纪的发展, 统计
收敛已经形成了一个庞大的理论体系, 特别是到了 20 世纪 80、90 年代, 统计收敛已
经在许多数学领域内得到运用. 例如: 测度理论 [2,3,21], 矩阵求和, 级数, 积分 [5, 6, 7,
15, 34, 38, 63, 96, 112, 125], Banach 空间理论 [8, 57, 122], 连续函数的性质 [10, 58] 数
论 [11], 概率论 [14], 局部凸空间 [26, 94, 95, 128, 129], 三角级数 [40, 99, 125, 127], 正
算子的逼近 [41-45, 47, 48, 51, 52, 56, 88], 构造各种拓扑线性空间 [60, 63, 104, 116,
118] , Fourior 分析 [72, 73, 86], 模糊数学 [83, 86, 105,106] 和优化理论 [92] 等等.
§1.1 统计收敛及其推广形式
在 1951 年, H. Fast 在实数空间中给出了 (经典) 统计收敛的定义. 对于自然数集 N
的任意一个子集 A，令 A] 表示 A 的基数 (势).







则称 {xn} 统计收敛于 `. 其中 An(ε) = {k ∈ N : k ≤ n, |xk − `| ≥ ε}, n = 1, 2, · · · .
下面举两个直观的统计收敛的例子：
例 1.2 1. 任意 x = (x(n)) ∈ c, 则 x 是统计收敛的. 其中 c 表示所有实值收敛序
列所构成的空间.
2. 设 A = {1, 22, 32, · · · }. 当 n ∈ A, 令 xn = n; 当 k /∈ A, 令 xn = 0. 则 {xn} 统计
收敛到 0.
统计收敛概念在被引入之后的半个多世纪中, 引起了大量数学家们兴趣. 鉴于不同的
















在 1988 年，J. Maddox 将统计收敛的研究推广到局部凸空间中.
定义 1.3 [129] 设 X 是局部凸的 T2 空间, 并设其拓扑是由 X 上的连续半范数
族 Q 所生成的. 设 {xn} ⊂ X 及 x ∈ X. 如果对任意 ε > 0, 以及任意的 q ∈ Q, 都有
lim
n→∞
{k ≤ n : q(xk − x) > ε}]
n
= 0.
则称 {xn} 统计收敛于 x.
在 2000 年, J. Connor, M. Ganichev 和 V. Kadets 在 Banach 空间 X 中定义统计收
敛以及弱统计收敛.
定义 1.4 [8] 设 X 为 Banach 空间, X∗ 为 X 的对偶空间. 且设 {xn} ⊂ X 及
x ∈ X.







则称 {xn} 统计收敛于 x. 其中 An(ε) = {k ∈ N : k ≤ n, ‖xk − x‖ ≥ ε}, n = 1, 2, · · · .
(ii)如果对任意的 x∗ ∈ X∗ ，都有 〈x∗, xn − x〉 统计收敛到 0, 则称 {xn} 弱统计收敛
到 x.
在 2003 年, M.Dindos̆, T.S̆alát 和 V.Toma 定义了无穷级数的统计收敛.
定义 1.5 [40] 设
∑∞
n=1 an 为一个实 (或复) 的无穷级数，且令 sn =
∑n
k=1 ak (n =
1, 2, · · · ), 如果存在一个实 (复) 数 s, 使得 {sn} 统计收敛于 s, 则称无穷级数
∑∞
n=1 an
统计收敛于 s. 如果这样的 s 不存在或为 ∞, 就称无穷级数 ∑∞n=1 an 为统计发散的.
在 2008 年，G.D.Maio, L.D.R.Kočinac 在一般的拓扑空间中定义统计收敛.
定义 1.6 [134] 设 (X, τ) 为一个拓扑空间, 且设 {xn} ⊂ X 及 x ∈ X. 如果对 x 的
任意一个领域 U , 都有
lim
n→∞

















则称 {xn} 统计收敛于 x.
除了这些之外, 人们还在拓扑群 [29,30], 优化路径 [69] 以及模糊度量空间 [86] 等框架
下定义统计收敛, 详细见相关参考文献.
第二, 极限形式 (平均收敛) 推广成更一般极限形式.
在 1989 年, J.Connor 利用了矩阵可和性的理论, 引入 A- 统计收敛的概念, 其
中 A 表示一个非负正则可和矩阵. 此后，A- 统计收敛的概念得到 J.Connor [5-7],
J.A.Fridy [16-19], H.I.Miller [22], T.Bligin [24,25,27,28] O.Duman,C.Orhan [43-49]等数
学家大量的引用和发展, 现已成为一个很普遍和有用的概念.
首先回顾一下正则矩阵的定义. 令 A = (aij)N×N 表示一个无穷矩阵. 如果对任意
的 i, j ∈ N 都有 aij > 0, 则称 A 是非负的. 如果 A 满足对任意的 x = (x(j)) ∈ c, 都
有 {∑∞j=1 aijx(j)}∞i=1 存在且 limi→∞
∑∞
j=1 aijx(j) = limj→∞
x(j), 则称 A 是正则的.
下面关于矩阵正则性的刻画是著名的:
定理 1.7 (Silverman-Toeplitz) [135] 无穷矩阵 A = (aij)N×N 是正则的当且仅当













下面是 J.Connor 定义的 A- 统计收敛的概念.
定义 1.8 [4] 设 A = (aij)N×N 是一个非负正则可和矩阵满足对任意的 i ∈ N,
∞∑
j=1






称序列 {xn} A- 统计收敛到 x. 其中 A(ε) = {k ∈ N : ||xk − x|| ≥ ε}.
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则 A 统计收敛就是 H.Fast 给出的 (经典) 统计收敛;
下面介绍两种特殊形式的 A- 统计收敛, 即 Lacunary 统计收敛和 λ- 统计收敛.
设 (nk)
∞
k=0 是一个严格单调递增的自然数序列, 若满足 n0 = 0 且 ∆k ≡ nk − nk−1 →
∞ (k →∞). 则称 (nk)∞k=0 为 Lacunary 序列.
在 1993 年, J.A.Fridy 和 C.Orhan 介绍了 Lacunary 统计收敛的概念.
定义 1.10 [19]设 (nk)
∞
k=0 为 Lacunary序列. 设 X 为 Banach空间,且设 {xn} ⊂ X
及 x ∈ X. 若对任意的 ε > 0, 都有
lim
k→∞
∆−1k {j ∈ (nk−1, nk] : ‖xj − x‖ ≥ ε}] = 0,
则称序列 {xn} Lacunary 统计收敛到 x.
设 λ = (λn)
∞
n=1 是一个单调不减的自然数序列, 满足 λ1 = 1 且对任意的 n ∈ N
有 λn+1 ≤ λn + 1. 在 2000 年，M.Mursaleen 引入了 λ- 统计收敛.
定义 1.11 [77] 设 λ = (λn)
∞
n=1 为满足上述条件的自然数序列. 设 X 为 Banach 空
间, 且设 {xn} ⊂ X 及 x ∈ X. 若对任意的 ε > 0, 都有
lim
n→∞
λ−1n {k ∈ (n− λn, n] : ‖xk − x‖ ≥ ε}] = 0,
则称序列 {xn} λ- 统计收敛到 x.
下面介绍统计收敛最为一般的收敛形式, 即理想收敛 (滤子收敛).
首先，回顾一下理想和滤子的一些基本概念. N表示自然数集. 若 I ⊆ 2N 满足:(1)任















为 N 的一个理想. 若 F ⊆ 2N 满足:(1) ∅ /∈ F ; (2) 任意的 A,B ∈ F , A ∩ B ∈ F ; (2) 任
意的 A ∈ F 以及任意的 B ⊇ A,B ∈ F , 则称 F 为 N 的一个滤子. 一个理想 I 如
果还满足：I 6= ∅ ( N /∈ I), 则称 I 是非平凡的 (真的). I 是非平凡的理想当且仅
当 F = F(I) = {N\A : A ∈ I} 为 N 的一个滤子. 若理想 I 包含了所有单点集, 则称 I
是容许的 (admissible).
在 2000 年, P. Kostyrko, T. Šalát 和 W. Wilczyński 引入理想收敛的概念.
定义 1.12 [136] 设 I 是一个容许的 (admissible) 理想. 设 X 为 Banach 空间, 且
设 {xn} ⊂ X 及 x ∈ X. 若对任意的 ε > 0, A(ε) ∈ I, 则称序列 {xn} I- 收敛到 x. 其中
A(ε) = {n ∈ N : ‖xn − x‖ ≥ ε}.
注 1.13 1. 令 I = {A ⊂ N : A] < ∞}, 则 I 是一个容许且非平凡的理想, 并且该
理想所定义的收敛即为通常意义下的收敛;
2. 令 I = {A ⊂ N : lim
n→∞
n−1{k ≤ n : k ∈ A}] = 0}, 则可以验证 I 是一个容许且非平
凡的理想, 并且该理想所定义的收敛就是 H.Fast 给出的 (经典) 统计收敛;





aijχA(j) = 0}, 则同样可以验证 I 是一个容许且非平凡的理想, 并且该理想
所定义的收敛就是定义 1.8 中所定义的 A- 统计收敛.
除此之外, 类似的还有很多形式的统计收敛. 例如一致统计收敛 [91], 强 almost 统
计收敛和 almost λ- 统计收敛 [66,101-109], 双序列统计收敛 [31,35,72,79,115], µ- 稠密收
敛 [46], B- 统计收敛 [80], S̄- 统计收敛和 ($,λ)- 统计收敛 [33], Ŝ- 收敛等等, 在这里就
不一一做介绍了.
§1.2 统计测度理论
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